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概要
非線形拡散を持つ Fokker-Planck方程式をノイマン境界条件の下で考える．この方程式は，自
由エネルギー，エネルギー則，および連続の方程式を基に構築された方程式である．エネルギー
則によれば，自由エネルギーの減衰は散逸関数によって決定される．拡散係数が定数の場合，
Carrillo-Jüngel-Markowich-Toscani-Unterreiterによって，散逸関数の長時間挙動および解の 𝐿1 ノ
ルムでの長時間挙動が研究されている．本講演では，拡散係数が定数でない場合について，散逸
関数が指数減衰するための十分条件を考察する．

1 導入
Ω ⊂ R𝑛 を滑らかな境界を持つ有界凸領域，𝜈 を 𝜕Ω上の外向き単位法線ベクトル，𝛼 > 1を定数
とする．以下の非線形 Fokker-Planck方程式を考える．

𝜕𝜌

𝜕𝑡
− div(𝜌∇(𝛼𝑑 (𝑥)𝜌𝛼−1 + 𝜙(𝑥))) = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,

𝜌(𝑥, 0) = 𝜌0 (𝑥), 𝑥 ∈ Ω,

𝜌∇(𝛼𝑑 (𝑥)𝜌𝛼−1 + 𝜙(𝑥)) · 𝜈 = 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω, 𝑡 > 0.

(NFP)

ここで，𝑑 = 𝑑 (𝑥) : Ω → R，𝜙(𝑥) : Ω → R，𝜌0 : Ω → Rは与えられた関数である．以下 𝑑, 𝜙 ∈ 𝐶2 (Ω)
かつ，Ω上 𝑑, 𝜌0 > 0であり， ∫

Ω
𝜌0 𝑑𝑥 = 1 (1)

を仮定する．(1)の仮定は (NFP)が確率微分方程式と関係があることに由来する．

𝜇 := 𝛼𝑑 (𝑥)𝜌𝛼−1 + 𝜙(𝑥) (2)

とすると (NFP)は連続の方程式
𝜕𝜌

𝜕𝑡
− div(𝜌∇𝜇) = 0 (3)

とかきかえられる．𝒖 := −∇𝜇は速度場を表す．𝑑 が定数のとき，

div(𝜌∇(𝛼𝑑𝜌𝛼−1)) = (𝛼 − 1)𝑑Δ𝜌𝛼 = div((𝛼 − 1)𝑑∇𝜌𝛼) (4)
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が成り立つから (NFP)は多孔質媒質型の非線形拡散となる．他方，𝑑 が定数でないとき，(4)の 3つ
の項はすべて異なる．連続の方程式は，質量保存則に関係のある重要な方程式の一つであることか
ら，本研究では，連続の方程式を基礎にした非線形拡散を考察する．

Gaussの発散定理から以下が成り立つ．

補題 1.1. 𝜌 は (NFP)の正値な古典解とする．このとき，∫
Ω
𝜌0 𝑑𝑥 =

∫
Ω
𝜌 𝑑𝑥 = 1 (5)

となる．

次に自由エネルギーを
ℱ [𝜌] (𝑡) :=

∫
Ω
(𝑑 (𝑥)𝜌𝛼 + 𝜌𝜙(𝑥)) 𝑑𝑥

と定義する．(NFP)と部分積分により

命題 1.2. 𝜌 は (NFP)の正値な古典解とすると
𝑑

𝑑𝑡
ℱ [𝜌] (𝑡) = −

∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 =: −𝒟[𝜌] (𝑡) ≤ 0 (6)

が成り立つ．

ここで定義された 𝒟[𝜌] (𝑡) は自由エネルギーの散逸関数と呼ばれる．(6)を両辺 𝑡 ∈ [0, 𝑇] で積分
すると，以下の積分型のエネルギー則

ℱ [𝜌] (𝑇) +
∫ 𝑇

0

∫
Ω
|𝒖 |2𝜌 𝑑𝑥𝑑𝑡 = ℱ [𝜌] (0) (7)

が成り立つ．ここで，ℱ [𝜌] (0) が上に有界とする．このとき，𝑇 → ∞としたとき，左辺の 2項目の
広義積分が収束するため，ある単調増加な点列 {𝑡 𝑗 } 𝑗∈N が存在して，

𝑡 𝑗 → ∞,

∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 → 0, 𝑗 → ∞ (8)

が成り立つ．本稿では， ∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 → 0, 𝑡 → ∞ (9)

が成り立つための条件を考察する．𝑑 が定数で，𝜙 が強凸関数のとき，[5, 1]のエントロピー消散法
によれば (9) の指数オーダーでの収束並びに 𝜌 の 𝐿1 ノルムの長時間挙動が研究されている．他方
𝛼 = 1に対する (NFP)の問題は 𝜌𝛼−1 を log 𝜌 に変えた問題，すなわち

𝜌𝑡 − div(𝜌∇(𝑑 (𝑥) log 𝜌 + 𝜙(𝑥))) = 0

を考えることになる． 𝑑 が定数の時は線形拡散となり，エントロピー消散法が有効である [5]．一方
𝑑 が定数でないとき，[2] で (7) をみたす方程式の導出と周期境界条件における (9) が考察されてい
る．𝑑 が 𝑥 の関数，すなわち不均一な拡散をもつ Fokker-Planck方程式においては，

𝜌∇(𝑑 log 𝜌 + 𝜙) = 𝑑∇𝜌 + 𝜌 log 𝜌∇𝑑 + 𝜌∇𝜙



となるから，𝛼 = 1 であっても非線形方程式になることに注意する．本講演では 𝛼 > 1 の場合，す
なわち，多孔質媒質型の非線形拡散において (9)が指数オーダーで収束するための 𝑑 の条件を 𝜌 が
(NFP)の Ω上正値で有界な古典解である仮定の下で導出する．

定理 1.3. 𝑛 = 1, 2, 3と仮定する．ある正の定数 𝜆 > 0が存在して，∇2𝜙 ≥ 𝜆𝐼 が成り立つとする．こ
こで 𝐼 は単位行列，∇2𝜙 は 𝜙 の Hesse 行列である．∇𝑑,∇𝜙 は有界とする．𝜌 はある正の定数 𝐶1，
𝐶2 > 0が存在して，

𝐶1 ≤ 𝜌 ≤ 𝐶2 (10)

を満たす時間大域的古典解とする．このとき，ある正の定数 𝐶3，𝐶4，𝐶5 > 0が存在して

𝑑 (𝑥) ≥ 𝐶3,

∫
Ω
|∇𝜇(𝑥, 0) |2𝜌0 𝑑𝑥 ≤ 𝐶4 (11)

が成り立つならば， ∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 ≤ 𝐶5𝑒

−𝜆𝑡 , 𝑡 > 0 (12)

が成り立つ．

注意 1.4. 定理 1.3から，
∇𝜇 → 0 in 𝐿2 (Ω)

が得られる．

定理 1.3では 𝑑 を大きくとる必要がある．しかし，𝐶1，𝐶2 は一般に 𝑑 に依存する．そのため，𝐶1，
𝐶2 が 𝑑 にどのように依存するかを調べる必要がある．また，(NFP)は

div(𝛼(𝛼 − 1)𝑑 (𝑥)𝜌𝛼−1∇𝜌)

の項が存在するため，退化型拡散方程式となる．熱方程式とは異なり，𝜌0 ≥ 0であっても，(NFP)の
解の正値性は一般には成り立たないことが知られている．我々は 𝜇 に関する方程式を考察すること
で次の結果を得た．

定理 1.5. 𝜌 を (NFP)の時間大域的古典解とする．𝛼𝑑𝜌𝛼−1
0 > max𝑦∈Ω 𝜙(𝑦) − 𝜙が成り立つとき，

𝐶1 ≤ 𝜌 ≤ 𝐶2 (13)

が成り立つ．ただし，𝐶1，𝐶2 は

𝐶1 =

(
min𝑦∈Ω (𝛼𝑑 (𝑦)𝜌𝛼−1

0 (𝑦) + 𝜙(𝑦)) − max𝑦∈Ω 𝜙(𝑦)
𝛼max𝑦∈Ω 𝑑 (𝑦)

) 1
𝛼−1

,

𝐶2 =

(
max𝑦∈Ω (𝛼𝑑 (𝑦)𝜌𝛼−1

0 (𝑦) + 𝜙(𝑦)) − min𝑦∈Ω 𝜙(𝑦)
𝛼min𝑦∈Ω 𝑑 (𝑦)

) 1
𝛼−1

で与えられる正の定数である．



注意 1.6. ある正の定数 𝐶 が存在して
min𝑦∈Ω 𝑑 (𝑦)
max𝑦∈Ω 𝑑 (𝑦) > 𝐶

を仮定すれば，

𝐶1 ≥
(
𝐶 min

𝑦∈Ω
𝜌𝛼−1

0 (𝑦) +
min𝑦∈Ω 𝜙(𝑦) − max𝑦∈Ω 𝜙(𝑦)

𝛼max𝑦∈Ω 𝑑 (𝑦)

) 1
𝛼−1

が成り立つ．𝑑 を大きくとることによって 𝐶1 > 0となる．同様に 𝐶2 の 𝑑 に関しての有界性も得ら
れる．

2 主定理の証明
2.1 定理 1.3の証明
ℱ の 𝑡 での 2階導関数をℱ の 𝑡 に関する 1階導関数で下から評価する．そして，Gronwall型の不
等式を導き，指数減衰を示す．[5]の計算を参考にすると以下が成り立つ．

𝑑2

𝑑𝑡2
ℱ [𝜌] (𝑡) = 2

∫
Ω
(∇𝜇 · ∇2𝜙∇𝜇)𝜌 𝑑𝑥 + 2(𝛼 − 1)

∫
Ω
𝑑 (𝑥) |∇2𝜇 |2𝜌𝛼 𝑑𝑥

+ 2(𝛼 − 1)2
∫
Ω
𝑑 (𝑥) (Δ𝜇)2𝜌𝛼 𝑑𝑥 − (𝛼 − 1)

∫
𝜕Ω

𝑑 (𝑥)𝜌𝛼∇|∇𝜇 |2 · 𝜈 𝑑𝜎

−
∫
Ω
(∇𝑑 (𝑥) · ∇2𝜇∇𝜇)𝜌𝛼 𝑑𝑥 − 2(2𝛼 − 1)

∫
Ω
(∇𝑑 (𝑥) · ∇𝜇)Δ𝜇𝜌𝛼 𝑑𝑥

− 2𝛼
∫
Ω
(∇𝑑 (𝑥) · ∇𝜇) (∇𝜌 · ∇𝜇)𝜌𝛼−1 𝑑𝑥

=: 2𝐼1 + 2(𝛼 − 1)𝐼2 + 2(𝛼 − 1)2𝐼3 − (𝛼 − 1)𝐼4 − 𝐼5 − 2(2𝛼 − 1)𝐼6 − 2𝛼𝐼7.

(14)

Ωが有界凸領域であることと Neumann境界条件から 𝐼4 ≤ 0がなりたつ．また，定理 1.3の ∇2𝜙 ≥ 𝜆𝐼

仮定から，

𝑑2

𝑑𝑡2
ℱ [𝜌] (𝑡) ≥ 2𝜆

∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 + 2(𝛼 − 1)𝐼2 + 2(𝛼 − 1)2𝐼3 − 𝐼5 − 2(2𝛼 − 1)𝐼6 − 2𝛼𝐼7 (15)

が成り立つ．𝑑 が 𝑥 に依存する関数なので [5]と違い，𝐼5，𝐼6，𝐼7 の項が現れる．これを処理するた
めに，以下の補題を用意する．

補題 2.1. 𝜌 は (NFP)の有界で正値な時間大域的古典解とする．任意の 𝛿1 > 0に対して∫
Ω
(∇𝑑 (𝑥) · ∇2𝜇∇𝜇)𝜌𝛼 𝑑𝑥 ≤

∥∇𝑑∥∞∥𝜌𝛼−1∥∞
4𝛿1 min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 + 𝛿1∥∇𝑑∥∞

∫
Ω
𝑑 (𝑥) |∇2𝜇 |2𝜌𝛼 𝑑𝑥

が成り立つ．

証明. 𝜌 > 0であることから，積分の三角不等式より以下が成り立つ．∫
Ω
(∇𝑑 (𝑥) · ∇2𝜇∇𝜇)𝜌𝛼 𝑑𝑥 ≤

∫
Ω
| (∇𝑑 (𝑥) · ∇2𝜇∇𝜇) |𝜌𝛼 𝑑𝑥 ≤

∫
Ω
|∇𝑑 (𝑥) | |∇2𝜇 | |∇𝜇 |𝜌𝛼 𝑑𝑥.



Hölderの不等式と Youngの不等式から任意の 𝛿1 > 0に対して以下が成り立つ．∫
Ω
|∇𝑑 (𝑥) | |∇2𝜇 | |∇𝜇 |𝜌𝛼 𝑑𝑥 ≤ 1

4𝛿1

∫
Ω

1
𝑑 (𝑥) |∇𝑑 (𝑥) | |∇𝜇 |

2𝜌𝛼 𝑑𝑥 + 𝛿1

∫
Ω
|∇𝑑 (𝑥) |𝑑 (𝑥) |∇2𝜇 |2𝜌𝛼 𝑑𝑥.

𝑑 (𝑥) > 0かつ，∇𝑑 (𝑥)，𝜌 は有界であるから，∫
Ω

1
𝑑 (𝑥) |∇𝑑 (𝑥) | |∇𝜇 |

2𝜌𝛼 𝑑𝑥 ≤ ∥∇𝑑 (𝑥)∥∞∥𝜌𝛼−1∥∞
min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥,∫

Ω
|∇𝑑 (𝑥) |𝑑 (𝑥) |∇2𝜇 |𝜌𝛼 𝑑𝑥 ≤ ∥∇𝑑 (𝑥)∥∞

∫
Ω
𝑑 (𝑥) |∇2𝜇 |2𝜌𝛼 𝑑𝑥

が成り立つ．まとめると，∫
Ω
(∇𝑑 (𝑥) · ∇2𝜇∇𝜇)𝜌𝛼 𝑑𝑥 ≤ ∥∇𝑑 (𝑥)∥∞∥𝜌𝛼−1∥∞

4𝛿1 min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 + 𝛿1∥∇𝑑 (𝑥)∥∞

∫
Ω
𝑑 (𝑥) |∇2𝜇 |2𝜌𝛼 𝑑𝑥

が得られる． □

(2.1)より
|𝐼5 | ≤

∥∇𝑑∥∞∥𝜌𝛼−1∥∞
4𝛿1 min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 + 𝛿1∥∇𝑑∥∞𝐼2

となるから 𝛿1 を 𝛿1∥∇𝑑∥∞ = (𝛼 − 1) を満たすように十分小さくとることで

2(𝛼 − 1)𝐼2 − 𝐼5 ≥ (𝛼 − 1)𝐼2 −
∥∇𝑑∥2

∞∥𝜌𝛼−1∥∞
4(𝛼 − 1) min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 (16)

となる．𝐼6 の積分について，非負値の 2(𝛼 − 1)2𝐼3 の項を用いて同様に計算することで

2(𝛼 − 1)2𝐼3 − 2(2𝛼 − 1)𝐼6 ≥ − (2𝛼 − 1)∥∇𝑑∥2
∞∥𝜌𝛼−1∥∞

4(𝛼 − 1)2 min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 (17)

とできる．𝐼7 は ∇𝜌 を含む，𝜇 = 𝛼𝑑 (𝑥)𝜌𝛼−1 + 𝜙(𝑥) であるから，∇𝜇には ∇𝜌 の項が現れる．∇𝑑 (𝑥)，
∇𝜙(𝑥) が有界，𝑑 (𝑥) が有界な正値関数であることを用いると，𝐼7 は以下のように下から評価される．

補題 2.2. 𝜌 を (NFP)の正値で有界な時間大域的古典解，∇𝑑 と ∇𝜙 は有界な関数，𝑑 (𝑥) は有界な正
値関数とする．このとき，

−2𝛼
∫
Ω
(∇𝑑 (𝑥) · ∇𝜇)(∇𝜌 · ∇𝜇)𝜌𝛼−1 𝑑𝑥 ≥ − 2∥∇𝑑∥∞

(𝛼 − 1) min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

∫
Ω
|∇𝜇 |3𝜌 𝑑𝑥

− 2∥∇𝑑∥∞∥∇𝜙∥∞
(𝛼 − 1) min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥

(18)

が成り立つ．

𝐼7 に現れる |∇𝜇 |3 の項を扱うために，次の Sobolev-Poincare型の不等式を考える．

命題 2.3 (Sobolev-Poincare 型の不等式). 𝜌 を (NFP) の Ω 上の正値で有界な時間大域的古典解とす
る．Sobolev指数 𝑝∗を 𝑛 ≥ 3のときは 1

𝑝∗ := 1
2 − 1

𝑛，𝑛 = 1, 2のときは 1 ≤ 𝑝∗ < ∞とする．このと
き，ある正の定数 𝐶6 > 0が存在して，ベクトル場 𝒗 ∈ 𝐶1 (Ω) に対して以下が成り立つ．(∫

Ω
|𝒗 − 𝒗 |𝑝∗𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝∗

≤ 𝐶6

(∫
Ω
|∇𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥

) 1
2



ここで，𝒗 は積分平均とする．

証明. 𝑝∗が Sobolev指数であることから Sobolev-Poincare不等式より ([4, p.174]，[6, Theorem4.3])(∫
Ω
|𝒗 − 𝒗 |𝑝∗ 𝑑𝑥

) 1
𝑝∗

≤ 𝐶7

(∫
Ω
|∇𝒗 |2 𝑑𝑥

) 1
2

が成り立つことに注意する．𝐶1 < 𝜌 < 𝐶2 と，[4, p.174]と [6, Theorem4.3]を組み合わせると(∫
Ω
|𝒗 − 𝒗 |𝑝∗𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝∗

≤ 𝐶
1
𝑝∗

2

(∫
Ω
|𝒗 − 𝒗 |𝑝∗ 𝑑𝑥

) 1
𝑝∗

≤ 𝐶
1
𝑝∗

2 𝐶7

(∫
Ω
|∇𝒗 |2 𝑑𝑥

) 1
2

≤
𝐶

1
𝑝∗

2 𝐶7

𝐶
1
2
1

(∫
Ω
|∇𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥

) 1
2

が得られる．𝐶6 := 𝐶
1
𝑝∗

2 𝐶7√
𝐶1
とすればよい． □

Sobolev-Poincare型不等式から，次の補間不等式を示す．

命題 2.4. 𝑛 = 1, 2, 3のとする，𝜌 は (NFP)の Ω上の正値で有界な時間大域的古典解とする．ある定
数 𝐶8，𝐶9，𝐶10 > 0が存在してベクトル場 𝒗 ∈ 𝐶1 (Ω) に対して∫

Ω
|𝒗 |3𝜌 𝑑𝑥 ≤ 𝐶8

∫
Ω
|∇𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥 + 𝐶9

(∫
Ω
|𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥

)3
+ 𝐶10

(∫
Ω
|𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥

) 3
2

が成り立つ．

証明. 𝑎 + 𝑏 = 1となる 𝑎, 𝑏 > 0に対して，𝑝 > 1の dual indexを 𝑝′ とする．Hölderの不等式から，∫
Ω
|𝒗 |3𝜌 𝑑𝑥 ≤

(∫
Ω
|𝒗 |3𝑎𝑝𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝

(∫
Ω
|𝒗 |3𝑏𝑝′

𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝′

=

(∫
Ω
|𝒗 − 𝒗 + 𝒗 |3𝑎𝑝𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝

(∫
Ω
|𝒗 |3𝑏𝑝′

𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝′

≤ 2
3𝑎−1
𝑝

((∫
Ω
|𝒗 − 𝒗 |3𝑎𝑝𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝

+
(∫

Ω
|𝒗 |3𝑎𝑝𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝

) (∫
Ω
|𝒗 |3𝑏𝑝′

𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝′

(19)

が成り立つ．(19)の右辺の 1項目を考える．3𝑎𝑝 = 𝑝∗が成り立つと仮定する．このとき，命題 2.3
から， (∫

Ω
|𝒗 − 𝒗 |3𝑎𝑝𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝

≤ 𝐶
𝑝∗
𝑝

6

(∫
Ω
|∇𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥

) 𝑝∗
2𝑝

.

ここで，3𝑏𝑝′ = 2， 𝑝∗
2𝑝 < 1が成り立つと仮定する．このとき，Youngの不等式から

(∫
Ω
|∇𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥

) 𝑝∗
2𝑝

(∫
Ω
|𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝′

≤ 𝑝∗
2𝑝

∫
Ω
|∇𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥 +

(
1 − 𝑝∗

2𝑝

) (∫
Ω
|𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝′

(
1− 𝑝∗

2𝑝

)−1

.

次に (19) の右辺の 2 項目を考える．Ω は有界領域で 𝜌 は正値で有界であるため，Hölder の不等式
から(∫

Ω
|𝒗 |𝑝∗𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝

= |𝒗 |
𝑝∗
𝑝 ≤

(
1
|Ω|

∫
Ω
|𝒗 | 𝑑𝑥

) 𝑝∗
𝑝

≤
(

1
|Ω|𝐶1

∫
Ω
|𝒗 |𝜌 𝑑𝑥

) 𝑝∗
𝑝

≤
(

1
|Ω|𝐶1

) 𝑝∗
𝑝

(∫
Ω
|𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥

) 𝑝∗
2𝑝



が成り立つ．よって (19)に代入すると∫
Ω
|𝒗 |3𝜌 𝑑𝑥 ≤ 2

3𝑎−1
𝑝 𝐶

𝑝∗
𝑝

6
𝑝∗
2𝑝

∫
Ω
|∇𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥 + 2

3𝑎−1
𝑝 𝐶

𝑝∗
𝑝

6

(
1 − 𝑝∗

2𝑝

) (∫
Ω
|𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝′

(
1− 𝑝∗

2𝑝

)−1

+ 2
3𝑎−1
𝑝

(
1

|Ω|𝐶1

) 𝑝∗
𝑝

(∫
Ω
|𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥

) 𝑝∗
2𝑝

(∫
Ω
|𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥

) 1
𝑝′

が得られる．それぞれの条件を整理すると，𝑛 ≥ 3のとき，

1 =
1
𝑝
+ 1
𝑝′

=
3𝑎
𝑝∗ + 3𝑏

2
=

3𝑎
2

− 3𝑎
𝑛

+ 3𝑏
2

から，𝑎 =
𝑛

6
が得られる． 𝑝∗

2𝑝 < 1より，𝑛 < 4となる．

𝑛 = 1, 2のとき，2 ≤ 𝑝∗ < ∞から 𝑝∗ = 6とおけばよい．この時，𝑎 = 𝑏 =
1
2
となることから，

𝑎 = 𝑏 =
1
2
, 3𝑏𝑝′ = 2 ⇔ 𝑝′ =

4
3
, 𝑝 = 4, 𝑝∗ = 6,

1
𝑝′

(
1 − 𝑝∗

2𝑝

)−1
= 3

となる．∫
Ω
|𝒗 |3𝜌 𝑑𝑥 ≤ 2

1
8𝐶

3
2
6

3
4

∫
Ω
|∇𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥 + 2

1
8𝐶

3
2
6

1
4

(∫
Ω
|𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥

)3
+ 2

1
8

(
1

|Ω|𝐶1

) 3
2
(∫

Ω
|𝒗 |2𝜌 𝑑𝑥

) 3
2

が成り立つ． □

これらをまとめると以下が成り立つ．

補題 2.5. 𝜌は (NFP)の正値で有界な古典解とする．このとき，∥∇𝑑∥∞，∥∇𝜙∥∞，∥𝜌𝛼−1∥∞ に依存す
る定数 𝐶11，𝐶12，𝐶13，𝐶14 > 0が存在して以下が成り立つ．

𝑑2

𝑑𝑡2
ℱ [𝜌] (𝑡) ≥

(
2𝜆 − 𝐶11

min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

) ∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 +

(
(𝛼 − 1) − 𝐶12

min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

)
𝐼2

− 𝐶13

min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

(∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥

)3
− 𝐶14

min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

(∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥

) 3
2

.

(20)

証明. (16)，(17)，補題 2.2から，𝜌 の 𝑡 での 2階導関数は以下のように評価できる．
𝑑2

𝑑𝑡2
ℱ [𝜌] (𝑡) ≥

(
2𝜆 − 𝐶11

min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

) ∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 + (𝛼 − 1)𝐼2

− 2∥∇𝑑∥∞
(𝛼 − 1) min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

∫
Ω
|∇𝜇 |3𝜌 𝑑𝑥.

(21)

補題 2.4から ∫
Ω
|∇𝜇 |3𝜌 𝑑𝑥 ≤ 𝐶8𝐼2 + 𝐶9

(∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥

)3
+ 𝐶10

(∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥

) 3
2

が得られる．よってまとめると 𝐶12，𝐶13，𝐶14 > 0を用いて
𝑑2

𝑑𝑡2
ℱ [𝜌] (𝑡) ≥

(
2𝜆 − 𝐶11

min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

) ∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 +

(
(𝛼 − 1) − 𝐶12

min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

)
𝐼2

− 𝐶13

min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

(∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥

)3
− 𝐶14

min𝑥∈Ω 𝑑 (𝑥)

(∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥

) 3
2



が得られる． □

補題 2.6. 𝜌 は (NFP)の正値で有界な時間大域的古典解，このとき，𝑑 (𝑥) > 𝐶3 とすると，ある定数
𝐶13，𝐶14 > 0に対して以下が成り立つ．

𝑑2

𝑑𝑡2
ℱ [𝜌] (𝑡) ≥ 𝜆

∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 − 𝐶13

(∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥

) 3
2

− 𝐶14

(∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥

)3
.

証明. (20)から，
𝑑2

𝑑𝑡2
ℱ [𝜌] (𝑡) ≥

(
2𝜆 − 𝐶11

𝐶3

) ∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 +

(
(𝛼 − 1) − 𝐶12

𝐶3

)
𝐼2

− 𝐶13

𝐶3

(∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥

)3
− 𝐶14

𝐶3

(∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥

) 3
2

が得られる． (
2𝜆 − 𝐶11

𝐶3

)
≥ 𝜆,

(
(𝛼 − 1) − 𝐶12

𝐶3

)
≥ 0

となるように 𝑑 (𝑥) を大きくとると，ℱ [𝜌] (𝑡) の 𝑡 の 2階導関数は

𝑑2

𝑑𝑡2
ℱ [𝜌] (𝑡) ≥ 𝜆

∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥 − 𝐶13

(∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥

) 3
2

− 𝐶14

(∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥

)3

となる． □

定理 1.3の証明.
𝑔(𝑡) :=

∫
Ω
|∇𝜇 |2𝜌 𝑑𝑥

と定義する．(2.6)と 𝑑
𝑑𝑡 ℱ [𝜌] (𝑡) から以下が成り立つ，

𝑑

𝑑𝑡
𝑔(𝑡) ≤ −𝜆𝑔(𝑡) + 𝐶13𝑔(𝑡)

3
2 + 𝐶14𝑔(𝑡)3 (22)

(22)に対して Gronwall型の微分不等式により，定理 1.3が得られる． □

2.2 定理 1.5の証明
定理 1.5を示すためには (NFP)に対する最大値原理の証明をなぞることである．(NFP)の第一式目
を非発散型で表すと

𝜕𝜌

𝜕𝑡
− 𝛼(𝛼 − 1)𝑑 (𝑥)𝜌𝛼−1Δ𝜌 − 𝐺 (∇𝜌) − 𝜌Δ𝜙 + 𝛼𝜌𝛼Δ𝑑 = 0

となる．すると方程式には 𝜌 の 0階の微分項が現れるため，𝜌 と Δ𝜙，Δ𝑑 の関係を考察する必要が
ある．この考察を避けるために 𝜇 = 𝛼𝑑𝜌𝛼−1 + 𝜙 についての方程式を立てる．(NFP)の第一式目を 𝜇

を用いて表すと 𝜌𝑡 − div(𝜌∇𝜇) = 0が成り立つから

𝜇𝑡 = 𝛼(𝛼 − 1)𝑑 (𝑥)𝜌𝛼−2𝜌𝑡

= 𝛼(𝛼 − 1)𝑑 (𝑥)𝜌𝛼−2 div(𝜌∇𝜇)
= 𝛼(𝛼 − 1)𝑑 (𝑥)𝜌𝛼−1Δ𝜇 + 𝛼(𝛼 − 1)𝑑 (𝑥)𝜌𝛼−2∇𝜌 · ∇𝜇



となる．∇𝜇 = 𝛼(∇𝑑)𝜌𝛼−1 + 𝛼(𝛼 − 1)𝑑𝜌𝛼−2∇𝜌 + ∇𝜙が成り立つから，𝜇の方程式は

𝜇𝑡 − 𝛼(𝛼 − 1)𝜌𝛼−1Δ𝜇 + (𝛼𝜌𝛼−1∇𝑑 + ∇𝜙) · ∇𝜇 + |∇𝜇 |2 = 0 (23)

となる．この方程式には 𝜇 の 0 階微分の項が現れない．したがって，𝜌 を与えられた関数として 𝜇

についての方程式に対する最大値原理を導出する．

補題 2.7. 𝛼𝑑𝜌𝛼−1
0 > max𝑦∈Ω 𝜙(𝑦) − 𝜙が成り立つと仮定する．このとき

min
𝑦∈Ω

𝜇(𝑦, 0) ≤ min
(𝑦,𝑡 ) ∈Ω×[0,𝑇 ]

𝜇(𝑦, 𝑡)

が成り立つ．

証明. 初めに
min

(𝑦,𝑡 ) ∈Ω×[0,𝑇 ]
𝜇(𝑦, 𝑡) = min

(𝑦,𝑡 ) ∈Ω×{𝑡=0}∪𝜕Ω×[0,𝑇 ]
𝜇(𝑦, 𝑡)

を示す．𝜇の方程式は |∇𝜇 |2 > 0から以下のようになる．

𝜇𝑡 − 𝛼(𝛼 − 1)𝑑𝜌𝛼−1Δ𝜇 + (𝛼𝜌𝛼−1∇𝑑 + ∇𝜙) · ∇𝜇 ≥ 0.

したがって，
𝐿 [𝜇] := −𝛼(𝛼 − 1)𝑑𝜌𝛼−1Δ𝜇 + (𝛼𝜌𝛼−1∇𝑑 + ∇𝜙) · ∇𝜇

と定義すると，方程式は 𝜇は
𝜇𝑡 + 𝐿 [𝜇] ≥ 0 (24)

をみたす．すなわち，𝜇 は線形方程式 𝜇𝑡 + 𝐿 [𝜇] = 0の優解になる．したがって，線形放物型方程式
の最大値原理 [3]から

min
(𝑦,𝑡 ) ∈Ω×[0,𝑇 ]

𝜇(𝑦, 𝑡) = min
(𝑦,𝑡 ) ∈Ω×{𝑡=0}∪𝜕Ω×[0,𝑇 ]

𝜇(𝑦, 𝑡)

が成り立つ．次に，境界で最小値にならないことを背理法を用いて示す．ある最小値をとる点
(𝑥0, 𝑡0) ∈ 𝜕Ω × [0, 𝑇] が存在したとする．このとき，Hopfの補題から

𝜕𝜇

𝜕𝜈
(𝑥0, 𝑡0) < 0 (25)

が成り立つ．しかし，(NFP)の境界条件から矛盾．よって

min
𝑦∈Ω

𝜇(𝑦, 0) ≤ 𝜇(𝑥, 𝑡) (𝑥, 𝑡) ∈ Ω × [0, 𝑇]

が成り立つ． □

次に 𝜇の上からの評価を考える．

補題 2.8. 𝛼𝑑𝜌𝛼−1
0 > max𝑦∈Ω 𝜙(𝑦) − 𝜙が成り立つと仮定する．このとき，

𝜇(𝑥, 𝑡) ≤ max
(𝑦,𝑡 ) ∈Ω×[0,∞)

𝜇(𝑦, 𝑡), for 𝑥 ∈ Ω，𝑡 ∈ [0,∞) (26)



証明. 𝛽 > 0に対して 𝜂 = 𝑒𝛽𝜇 とおくと

𝜂𝑡 = 𝛽𝑒𝛽𝜇𝜇𝑡 , ∇𝜂 = 𝛽𝑒𝛽𝜇∇𝜇, Δ𝜂 = 𝛽𝑒𝛽𝜇Δ𝜇 + 𝛽2𝑒𝛽𝜇 |∇𝜇 |2

が成り立つことから，(23)に代入すると

𝜂𝑡 − 𝛼(𝛼 − 1)𝑑 (𝑥)𝜌𝛼−1Δ𝜂 − 𝛽(1 − 𝛼(𝛼 − 1)𝑑 (𝑥)𝛽𝜌𝛼−1) |∇𝜇 |2 + (𝛼𝜌𝛼−1∇𝐷 + ∇𝜙) · ∇𝜂 = 0 (27)

が得られる．ここで，𝜌 の下からの評価より，ある 𝜌0，𝑑，𝜙，𝛼 にのみ依存する正の定数 𝐶 > 0が
存在して 𝛼𝑑 (𝑥)𝜌𝛼−1 ≥ 𝐶 が成り立つので，1 − 𝛼(𝛼 − 1)𝛽𝑑 (𝑥)𝜌𝛼−1 ≤ 0となるように 𝛽 を十分大き
くとることで

𝜂𝑡 − 𝛼(𝛼 − 1)𝑑 (𝑥)𝜌𝛼−1Δ𝜂 + (𝛼𝜌𝛼−1∇𝑑 + ∇𝜙) · ∇𝜂 ≤ 0 (28)

すなわち，𝜂 はある線形放物型方程式の劣解となる．従って，下からの評価と同様の線形方程式の議
論 [3, 4, 7]により，𝜂 について最大値原理

𝜂(𝑥, 𝑡) ≤ max
𝑦∈Ω

𝜂(𝑦, 0) (29)

が成り立つ．𝜂 > 0より，(29)の両辺に対数を取ることで 𝜇についての上からの評価が得られる． □
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